
BCB BCB/GDCB/STAT/COM S 568 Spring 2010

Exercise 1

February 16, 2010

Due one week later. Answers to selected problems will be posted.

1) Represent a sequence over the alphabet H, T as a Hidden Markov chain with states E and M, with
parameters as follows: initial probabilities {πE = 1

5 , πM = 4
5}, transition probabilities {τEE = 1

2 , τEM =
1
2 , τME = 1

4 , τMM = 3
4}, and output probabilities {P (H|E) = 1

3 , P (T |E) = 2
3 , P (H|M) = 1

6 , P (T |M) =
5
6}.

a) Calculate Pλ(Q2 =M |HTH) using the forward and backward algorithms.

b) Check your answer in a) using the total probability method.

Solution: a)

P (Q2 =M |HTH) = P (Q2=M,O1=H,O2=T,O3=H)
Pλ(HTH)

= P (O1O2=HT,Q2=M)·P (O3=H|Q2=M)
Pλ(HTH)

The forward algorithm:

E1 = πE ·P (H|E) = 1
5 ·

1
3 = 1

15

M1 = πM ·P (H|M) = 4
5 ·

1
6 = 2

15

E2 = [E1 · τEE +M1 · τME ]·P (T |E) = [ 1
15 ·

1
2 + 2

15 ·
1
4 ] ·

2
3 = 2

45

M2 = [E1 · τEM +M1 · τMM ]·P (T |M) = [ 115 ·
1
2 + 2

15 ·
3
4 ] ·

5
6 = 1

9

E3 = [ 245 ·
1
2 + 1

9 ·
1
4 ] ·

1
3 = 1

60

M3 = [ 245 ·
1
2 + 1

9 ·
3
4 ] ·

1
6 = 19

1080

The backward algorithm:

P (O3 = H|Q2 =M) = m2 = P (H|M) · τMM ·m3 + P (H|E) · τME · e3
Here, N = 3, so e3 = m3 = 1. Thus,

m2 =
1
6 ·

3
4 + 1

3 ·
1
4 = 5

24

Use:
Pλ(HTH) = E3 +M3 =

37
1080

Thus, P (Q2 =M |HTH) = M2∗m2
Pλ(HTH) =

1
9
· 5
24

37
1080

= 25
37

1



Solution: b)

P(O1O2|Q1Q2) EEE EEM EME EMM MEE MEM MME MMM

HHH 1
3 ·

1
3 ·

1
3

1
3 ·

1
3 ·

1
6

1
3 ·

1
6 ·

1
3

1
3 ·

1
6 ·

1
6

1
6 ·

1
3 ·

1
3

1
6 ·

1
3 ·

1
6

1
6 ·

1
6 ·

1
3

1
6 ·

1
6 ·

1
6

HHT 1
3 ·

1
3 ·

2
3

1
3 ·

1
3 ·

5
6

1
3 ·

1
6 ·

2
3

1
3 ·

1
6 ·

5
6

1
6 ·

1
3 ·

2
3

1
6 ·

1
3 ·

5
6

1
6 ·

1
6 ·

2
3

1
6 ·

1
6 ·

5
6

HTH 1
3 ·

2
3 ·

1
3

1
3 ·

2
3 ·

1
6

1
3 ·

5
6 ·

1
3

1
3 ·

5
6 ·

1
6

1
6 ·

2
3 ·

1
3

1
6 ·

2
3 ·

1
6

1
6 ·

5
6 ·

1
3

1
6 ·

5
6 ·

1
6

HTT 1
3 ·

2
3 ·

2
3

1
3 ·

2
3 ·

5
6

1
3 ·

5
6 ·

2
3

1
3 ·

5
6 ·

5
6

1
6 ·

2
3 ·

2
3

1
6 ·

2
3 ·

5
6

1
6 ·

5
6 ·

2
3

1
6 ·

5
6 ·

5
6

THH 2
3 ·

1
3 ·

1
3

2
3 ·

1
3 ·

1
6

2
3 ·

1
6 ·

1
3

2
3 ·

1
6 ·

1
6

2
6 ·

1
3 ·

1
3

5
6 ·

1
3 ·

1
6

2
6 ·

1
6 ·

1
3

5
6 ·

1
6 ·

1
6

THT 2
3 ·

1
3 ·

2
3

2
3 ·

1
3 ·

5
6

2
3 ·

1
6 ·

2
3

2
3 ·

1
6 ·

5
6

5
6 ·

1
3 ·

2
3

5
6 ·

1
3 ·

5
6

5
6 ·

1
6 ·

2
3

5
6 ·

1
6 ·

5
6

TTH 2
3 ·

2
3 ·

1
3

2
3 ·

2
3 ·

1
6

2
3 ·

5
6 ·

1
3

2
3 ·

5
6 ·

1
6

5
6 ·

2
3 ·

1
3

5
6 ·

2
3 ·

1
6

5
6 ·

5
6 ·

1
3

5
6 ·

5
6 ·

1
6

TTT 2
3 ·

2
3 ·

2
3

2
3 ·

2
3 ·

5
6

2
3 ·

5
6 ·

2
3

2
3 ·

5
6 ·

5
6

5
6 ·

2
3 ·

2
3

5
6 ·

2
3 ·

5
6

5
6 ·

5
6 ·

2
3

5
6 ·

5
6 ·

5
6

P(Q1Q2)
1
5 ·

1
2 ·

1
2

1
5 ·

1
2 ·

1
2

1
5 ·

1
2 ·

1
4

1
5 ·

1
2 ·

3
4

4
5 ·

1
4 ·

1
2

4
5 ·

1
4 ·

1
2

4
5 ·

3
4 ·

1
4

4
5 ·

3
4 ·

3
4

Total 1
20

1
20

1
40

3
40

1
10

1
10

3
20

9
20

P (Q2 =M |HTH) = P (Q2=MandHTH)
P (HTH)

=
5
54
· 1
40

+ 5
108
· 3
40

+ 5
108
· 3
20

+ 5
216
· 9
20

2
27
· 1
20

+ 1
27
· 1
20

+ 5
54
· 1
40

+ 5
108
· 3
40

+ 1
27
· 1
10

+ 1
54
· 1
10

+ 5
108
· 3
20

+ 5
216
· 9
20

=
5

216
37

1080

= 25
37

Credit to Susan VanderPlas and Rani Walia.
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